Handlungsanweisung fur Lehrkrafte

Allgemeine Informationen

Klassenstufe: 9

Liange: 90 min

Format: Workshop

Material: PowerPoint Prasentation, Cantor Diagramm, Zimmerkarten fiir das ,,Hilberts Hotel*
Thema: Unendlichkeit

Stichworter:  Hilberts  Hotel, Mengenlehre, abzdhlbare Unendlichkeit, Cantors
Diagonalargument, {iberabzidhlbare Unendlichkeit

Ziel des Workshops:

Die Schiiler*innen lernen:

e Was ,,unendlich® in der Mathematik bedeutet (und dass es nicht immer gleich ist)
e Wie man abzihlbare und iiberabzihlbare Mengen unterscheidet
e Dass man rationale Zahlen ,,zdhlen* kann — reelle Zahlen aber nicht!

Ablauf und Zeitplan

Die Schiiler*innen lernen:

e Was ,,unendlich“ in der Mathematik bedeutet (und dass es nicht immer gleich ist)

e Wie man abzihlbare und iiberabzihlbare Mengen unterscheidet

e Dass man rationale Zahlen ,,zdhlen* kann — reelle Zahlen aber nicht!

e Und erleben die Faszination mathematischer Unendlichkeit durch kreative

Gedankenexperimente
Zeit Phase Ziel/Methode
0-20min Einstieg: Was ist unendlich? | Brainstorming,
Beispiele fiir Gesprichsimpulse durch
Unendlichkeiten aus dem Folien mit Beispielen
Alltag
20-35min Hilberts Hotel Kreative, spielerische
Einflihrung in unendliche
Mengen {iiber ein
Gedankenexperiment
35-40min Einflihrung in die Konzept unterschiedlich
Mengenlehre groBBer Unendlichkeiten
verstehen
40-70min Abzéhlbarkeit von Z und Q | Gruppenarbeit mit
Bruchgitter und Kértchen




70-80min Nicht-Abzéhlbarkeit von R | Cantors Diagonalargument
als selbststéndige
Gruppenaufgabe
80-90min Gemeinsamer Ausblick, Philosophieren, Reflexion
“find your pi day”

Mathematischer Hintergrund

Folgende Hinweise dienen ausschlieBlich dem Verstdndnis der Lehrkrifte und sollen in dieser
allgemeinen Ausfiihrung keine Rolle fiir die SuS spielen. Daher sind bei der Durchfiihrung des
eigentlichen Workshops die Anwendung der (universitiren) mathematischen Begriffe
weitestgehend zu vermeiden und durch (schul-/alltags-)ndhere Begriffe ausgetauscht werden.
Einen Vorschlag fiir den Ersatz solcher Begrifflichkeiten, die im Workshop von Bedeutung sind,
findet sich im folgenden Abschnitt immer hinter der jeweiligen Uberschrift.

o Injektive Abbildung

Eine injektive Abbildung ist eine Abbildung, bei der jeder Wert im Zielbereich hochtens einmal
getroffen wird. Beispiele fiir eine injektive Funktion sind zum Beispiel f(x)=2x oder f(x)=e"x.

o Surjektive Abbildung

Eine surjektive Abbildung ist eine Abbildung, bei der jeder Wert mindestens einmal getroffen
wird. Beispiele hierfiir sind zum Beispiel f(x) = 5x*3 oder f(x) = 2x.

o Bijektive Abbildung (Eins-zu-Eins-Abbildung)

Eine bijektive Abbildung ist eine Abbbildung, die injektiv und surjektiv ist, das hei3t die
Abbildung ist eine Eins-zu-Eins-Abbildung zwischen zwei ,,gleich groBBen* Mengen. Beispiele
hierfiir sind also f(x) = 2x oder f(x) = x"3.

=>» Eine Graphik, die das Verstindnis zu den einzelnen Eigenschaften vertieft:

@
A B
weder surjektiv noch surjektiv aber nicht injektiv aber nicht injektiv und surjektiv
injektiv injektiv surjektiv also bijektiv

o Michtigkeit von Mengen (Grofe einer Menge)

Die Michtigkeit einer Menge ist die Anzahl einer Menge. Damit zwei Mengen gleichméchtig
sind (also gleich viele Elemente haben), muss es eine Bijektion zwischen diesen zwei Mengen
geben, das heifit also, jedem Element der einen Menge kann ein Element der anderen Menge
zugeordnet werden. So sind zum Beispiel die Mengen in der obenstehenden Graphik
gleichmichtig. Bei Mengen mit unendlich vielen Elementen zeigt sich hier eine Problematik,
da es intuitiv schwierig ist, sich eine Zuordnung von unendlich vielen Elementen vorzustellen.



Daher versucht man bei unendlichen Mengen, die Elemente jeder Menge durch die natiirlichen
Zahlen abzuzihlen (siche Abschnitt zu ,,abzihlbar unendlich®).

o Unendliche Menge

Eine Menge X heiit unendlich, wenn es keine natiirliche Zahl n gibt, so dass die Menge X
gleichmichtig zu {0, 1, ..., n-1} ist. Beispiele fiir unendliche Mengen sind unter anderem die
natiirlichen Zahlen, die ganzen Zahlen oder die reellen Zahlen.

o Abzihlbar unendlich:

Eine Menge X heiflt abzdhlbar unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung zwischen der
Menge der natiirlichen Zahlen und der Menge X gibt, das heif3t also, die Menge X ldsst sich
durch die natiirlichen Zahlen abzédhlen. Unter anderem sind die natiirlichen, die ganzen und die
rationalen Zahlen abz&hlbar unendlich.

o Abzihlbar
Eine Menge X heif3t abzdhlbar, wenn X entweder endlich oder abzihlbar unendlich ist.
o Uberabzihlbar

Eine Menge X heif3t liberabzdhlbar, wenn sie nicht abzédhlbar ist. Ein Beispiel wéren hierfiir die
reellen Zahlen oder die komplexen Zahlen.

Durchflhrungshinweise

Zur Unterstiitzung fiir die Durchfiihrung des Workshops ist eine PowerPoint Prisentation
beigelegt, die durch den Workshop leiten soll. Zusétzliche Materialien werden passend zum
Themenabschnitt hinter der jeweiligen Uberschrift erginzt. Die folgende Anleitung ist so
aufgebaut, dass zunichst eine inhaltliche Einfiihrung in die einzelnen Themengebiete angefiihrt
wird und diese anschlieBend durch Hinweise zur Durchfiihrung ergénzt werden.

Einstieg (Folie 2)

Den Einstieg bildet die Frage, was sich die Schiilerinnen und Schiiler unter dem Begriff der
,Unendlichkeit* verstehen. Die Frage ist zunédchst bewusst offengehalten, sodass die SuS erst
einmal in Kontakt mit diesem Begriff treten. Daher sind in der PowerPoint Prasentation ab Folie
3 Beispiele aus den Bereichen Physik, Biologie, Kunst und Philosophie gegeben, die die SuS
auch schon aus dem Unterricht kennen. Durch die prézisere Frage, ob Unendlichkeit einzigartig
ist und ob man diese groBer machen kann, sollen die SuS langsam an den mathematischen
Begriff der Unendlichkeit herangefiihrt werden. Die Aufgabe der Lehrkraft ist es daher, die
Diskussion der SuS in Richtung der mathematischen Unendlichkeit anzuleiten. An dieser Stelle
kann daher auch die Frage gestellt werden, ob es denn in der Mathematik so etwas wie eine
,,groBte Zahl gibt. Dies kann durch den SuS bereits bekannten Konzepten wie dem Verhalten
von Funktionen im Unendlichen oder der Irrationalitit von Zahlen, die dann wiederum
unendlich viele Dezimalstellen haben, getan werden.



Hilberts Hotel (ab Folie 7; Zimmerkarten)

Inhaltliche Einfuhrung

Der Rahmen des Gedankenexperiments ist ein Hotel mit unendlich vielen Zimmern. Diese
werden mit Zimmerkértchen mit natiirlichen Zahlen bei 1 beginnend durchnummeriert. Das
Szenario ist wie folgend:

Man konnte meinen, dass auch bei diesem Hotel ab einem gewissen Punkt keine Géste mehr
aufgenommen werden kdnnen, also genau dann, wenn alle Zimmer durch unendlich viele Géste
belegt sind. Doch dieses Problem ldsst sich durch einen einfachen Trick 16sen: Man bittet alle
Gaste ein Zimmer weiterzugehen, das heilit, der Gast aus Zimmer 1 geht in Zimmer 2, der Gast
aus Zimmer 2 geht in Zimmer 3 und so weiter. Allgemein kann man hier also sagen, der n-te
Gast in das Zimmer mit der Nummer n+1 geht. Damit wird also Zimmer 1 frei fiir einen
weiteren Gast, denn da die Anzahl der Zimmer unendlich ist, gibt es nicht so etwas wie ein
»letztes Zimmer. Dieses Prinzip ldsst sich immer wieder durchfiihren, sodass das Hotel immer
wieder Géste aufnehmen kann.

Es ist dariiber hinaus auch moglich, Platz fiir viele Gaste zu machen. Dafiir bittet man die Géste,
in das Zimmer mit der Zahl zu gehen, die doppelt so gro3 wie ihre eigentliche ist. Das heil3t,
der Gast aus Zimmer 1 geht in Zimmer 2, der Gast aus Zimmer 2 geht in Zimmer 4, der Gast
aus Zimmer 3 geht in Zimmer 6 und so weiter. Allgemein kann man hier also sagen, der n-te
Gast geht in das Zimmer mit der Nummer 2n. Dadurch werden alle Zimmer mit ungerader
Zimmernummer (also die Zimmer 1, 3, 5, ...) frei und es konnen wieder unendlich viele Giste
aufgenommen werden.

Eine solche Erweiterung ldsst sich mit den unterschiedlichsten Vorschriften durchspielen. Dabei
lassen sich immer wieder Situationen kreieren, in denen wieder neue Zimmer frei werden.

Wichtig ist bei diesen zwei Situationen, dass die Géste ihre Zimmer gleichzeitig wechseln.
Wenn dies nacheinander geschehen wiirde, wiirde es ansonsten bei unendlich vielen Géasten und
einer unendlichen Anzahl von Zimmern unendlich lange dauern.

Durchflhrungshinsweise

Um diesen anfénglichen Gedanken der (mathematischen) Unendlichkeit zu verdeutlichen und
weiterzufiihren, wird das Gedankenexperiments des Hilberts Hotels durchgespielt. Zunéchst
wird den SuS erkldrt, was das Hotel ist und was so besonders an diesem ist. Dafiir erhélt jede*r
SuS eine Karte mit der jeweiligen Zimmernummer. (Die Karten hierfiir konnen in der Datei
“Zahlenkarten fiir Hilberts Hotel” gefunden und ausgedruckt werden). Wichtig ist bei der
Nachstellung des Gedankenexperiments mit den SuS, dass diesen klar wird, dass hier nur ein
kleiner Teil der (unendlich vielen) Zimmer dargestellt werden kann. Durch das Auslegen
weiterer Zimmerkarten kann diese Unendlichkeit der Zimmer aufgezeigt werden.

AnschlieBend wird die Frage gestellt, wie eine weitere Person einen Platz im Hotel bekommen
kann, obwohl alle Plitze belegt sind. Zur Verdeutlichung der Losung begeben sich die SuS auf
den Platz mit der ndchsthoheren Zimmernummer, sodass das Zimmer mit der Nummer 1 frei
wird. Dieser Platz kann dann von der Lehrkraft eingenommen werden.

Die anderen Szenarien werden auf die gleiche Weise durchgefiihrt, sodass den SuS klar wird,
dass das Hotel immer erweitert werden kann und immer mehr Menschen darin einen Platz
finden konnen. Bei der Durchfithrung stellen sich aufgrund der begrenzten Anzahl an
Zimmerkértchen Konzepte wie der Tausch in das Zimmer mit der doppelten Nummer als



schwierig dar, weswegen diese viel mehr durch eine theoretische Durchfiihrung und nicht durch
eine wirkliche Ausfithrung der Umordnung erklért werden sollen,

Haben wir unsere ,Unendlichkeit” gréBer gemacht? (ab Folie 20)

Die intuitive Frage, welcher der beiden abgebildeten Mengen grofler ist, wird zunéchst einmal
auf etwas Verwirrung stolen. Denn offensichtlich fehlen in der Menge der geraden Zahlen, im
Vergleich zu den natiirlichen Zahlen, alle ungeraden Zahlen und die Menge erscheint zunachst
einmal kleiner. Um die SuS auf den richtigen Weg zu fiihren, wird daher auf die Begrifflichkeit
der Gleichméchtigkeit zweier Mengen eingegangen (Folie 17). Mit dieser Hilfestellung wird
dann ersichtlich, dass es auch eine Zuordnung zwischen den zwei Mengen gibt, welcher
Vorschrift diese Zuordnung folgt (ndmlich die Abbildung x — 2x) und warum diese zwei
Mengen also gleich grof sind.

Abzahlbare Unendlichkeit (Folie 24)

Inhaltliche Einfuhrung

Die Menge der rationalen Zahlen ist abzéhlbar unendlich. Denn: Wéhlen wir fiir jede rationale
Zahl eine eindeutige Darstellung r=n/m (das heif3t also einen vollstindig gekiirzten Bruch), bei
dem n eine natiirliche Zahl und m eine ganze Zahl ist, so erhalten wir eine Bijektion zwischen
den rationalen Zahlen und dem kartesischen Produkt der natiirlichen und der ganzen Zahlen.
Im Workshop wird diese bijektive Abbildung durch das Ordnen der Briiche verdeutlicht. Dieses
Ordnen entspricht also der Zuordnung einer natiirlichen Zahl zu den Briichen. Wichtig ist
hierbei die gekiirzte Darstellung der Briiche, um Dopplungen von Zahlen zu vermeiden.

Durchflhrungshinweise

Um das Thema der ,,gleich groBen* Mengen abzuschlieen, wird fiir weitere Konstruktionen
der Begriff der ,,Abzédhlbaren Unendlichkeit* eingefiihrt. Wichtig hierbei ist der Aspekt der
Abzihlbarkeit, der durchaus den SuS auch wortlich zu erklaren ist.

Interaktive Ubung (Folie 25; Zahlenstrahl mit Zahlenkarten)

Durchflihrungshinweise

An die SuS werden Karten mit den einzelnen Zahlenmengen (hier Fokus auf ganze und
rationale Zahlen) verteilt. Diese sollen sortiert werden, je nach dem welche Menge in welcher
enthalten ist. AnschlieBend sollen die SuS entscheiden, welche dieser Mengen abzihlbar ist und
welche nicht. Hier ist nochmals der Aspekt der Durchnummerierung anzufiihren. Die einzelnen
Zahlenmengen werden hier als vorausgesetzt angesehen, da diese Schulstoff sind. Daher sind
diese wenn dann nur kurz zu wiederholen und nochmals in Verbindung mit ihren jeweiligen
Mengenzeichen zu setzen.

Zur Ordnung der ganzen Zahlen:



Die SuS erhalten Zahlenkarten der ganzen Zahlen und einen Zahlenstrahl (zu finden in den
Dateien ~”Zahlenstrahl” und ”ganze und rationale Zahlen”). Auf dem Zahlenstrahl sollen sie die
ganzen Zahlen einordnen nach folgendem Prinzip:
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Das hei3t also, die ganzen Zahlen werden beginnend von der Null nach ihrem Betrag
durchnummeriert, wobei bei den ganzen Zahlen auBler der Null immer zuerst die positive ganze
Zahl genannt wird und anschlieBend die jeweilige negative ganze Zahl.

Abzahlbarkeit der rationalen Zahlen (ab Folie 22; Lernkartei)

Inhaltliche Einfuhrung

Wir nutzen Cantors erstes Digonalargument, mit dem man zeigen kann, dass zwei unendliche
Mengen (in unserem Fall die natiirlichen und die rationalen Zahlen) gleichmichtig sind.! Dabei
werden die Briiche in einem zweidimensionalen Schema (wie es auch auf Folie 22 zu sehen ist)
angeordnet. Dieses Schema wird dann diagonal abgezéhlt, wobei Briiche, die noch nicht
vollstiandig gekiirzt sind, libersprungen werden. Das heif3t also (0/1) ist die Nummer 1, (1/1) die
Nummer 2, (1/2) Nummer 3, (-1/1) Nummer 4, (2/1) Nummer 5, (-1/2) Nummer 6 und so weiter
(siehe dazu Folie 27). Auf diese Weise erhélt man eine Abzdhlung der rationalen Zahlen. Damit
erhélt man also eine Bijektion zwischen der Menge der natiirlichen Zahlen und der Menge der
rationalen Zahlen, woraus sich -per Definition- schlieBen ldsst, dass diese gleichméchtig sind.

Durchflhrungshinweise

Es soll versucht werden, dieses Durchnummerieren mit den rationalen Zahlen durchzufiihren.
Dafiir wird Cantors erstes Diagonalargument herangezogen. Hierfiir eignet sich die
vorgefertigte Lernkartei und das Zahlengitter zum Einordnen der Briiche (rationale Zahlen
ebenfalls aus der Datei “ganze und rationale Zahlen”, die Lernkartei unter “Lernkartei Cantors
Zahlengitter”). Die Lernkartei leitet die SuS durch die Sortierung und bietet zusétzlich
Hilfestellung zur Durchfiihrung, sodass die Schiiler die Aufgabe Schritt fiir Schritt selbststindig
als Gruppe bearbeiten konnen. Daher befindet sich auf der Vorderseite immer ein bestimmter
Arbeitsauftrag und auf der Riickseite Hilfestellungen die dann zur wirklichen Losung fiihren.
Zunichst sollen die SuS hier einmal selbst versuchen, eine sinnvolle Ordnung der rationalen
Zahlen zu finden. Dabei muss den SuS auch der nicht-abbrechende Prozess dieser
Nummerierung klargemacht werden, da das vorgefertigte Zahlengitter natiirlich nur ein kleiner
Ausschnitt der rationalen Zahlen zeigt.

Uberabzahlbarkeit der reellen Zahlen (ab Folie 28)

Inhaltliche Einfuhrung

Im Gegensatz zu den rationalen Zahlen ist es bei den reellen Zahlen nicht moglich diese
Ordnung durchzufiihren. Bei diesen findet man in einem festgesetzten Intervall (in diesem Fall
das offene Intervall von 0 bis 1) immer weitere Zahlen.

! Siche dazu den mathematischen Hintergrund zu ,,abziihlbar unendlich und ,,Méchtigkeit einer Menge



Wir nutzen das zweite Cantor Diagnoalargument zur Erklarung der Frage, warum die reellen
Zahlen nicht abzihlbar unendlich, sondern iiberabzihlbar unendlich sind. Dafiir betrachten wir
eine beliebige Folge von reellen Zahlen im offenen Intervall (0,1). Die Zahlen in dieser Folge
haben alle eine Dezimalbruch-Entwicklung, das heif3t sie haben alle eine folgende Darstellung:

z=0,abcde...

a, b, ¢, d, e und so weiter sind natiirliche Zahlen. Eine solche Darstellung lisst sich fiir alle
Zahlen der Folge finden. Wenn man diese untereinanderschreibt, bildet sich ein rechteckiges
Schema, das wie folgt aussieht:

z1 = 0,a11 a12 a3 . ..
2o = 0,a91 ag as3 ...
z3 = 0,a31 a3z ass ..

24 = ...

Die unterstrichenen Dezimalstellen sollen hier die Diagonalelemente darstellen. Aus dieser
Zahl z konstruieren wir eine neue Zahl wie folgt: Jede Dezimalstelle von der neuen Zahl x wird
durch die passende Dezimalstelle der ehemaligen Zahl z definiert. Fiir die erste Dezimalstelle
gilt: Wenn a = 5 ist, dann setzen wir die erste Dezimalstelle von x gleich 4, wenn nicht dann
gleich 5. Mit dieser Definition ist sichergestellt, dass x eine andere Zahl ist als z. Dasselbe wird
fiir alle Diagonalelemente der Zahlen in der Folge gemacht. So erhalten wir eine Zahl x, die
sich von allen Zahlen in der Folge in mindestens einer Dezimalstellen unterscheidet und die
grofer als 0 und kleiner als 1 ist. Diese neu entstandene Zahl x nennt man Diagonalzahl, die
einer jeder Folge in dieser Art zugeordnet werden kann.

1 fallsan, #1

xr — 0,bybobs ... mith, 1=
2 fallsa,,—1

Die Folge enthélt also nicht die ihr zugeordnete Diagonalzahl und damit nicht jede reelle Zahl
zwischen 0 und 1. Wihlt man eine andere Folge, erhdlt man womdglich eine andere
Diagonalzahl. Mit dieser Konstruktion haben wir gezeigt, dass es fiir jede Folge, die wir so
kosntruieren konnen, eine Zahl zwischen 0 und 1 ist, die nicht in dieser Folge enthalten ist. Da
das betrachtete Teilintervall (0,1) eine Teilmenge der Menge der reellen Zahlen ist, ist die
Menge der reellen Zahlen erst recht tiberabzihlbar, das heifit, man kann die reellen Zahlen nicht
mithilfe der natiirlichen Zahlen durchnummerieren.

Durchfuhrungshinweise

Im Gegensatz zu den rationalen Zahlen ist eine solche Ordnung bei den reellen Zahlen also
nicht moglich, was Cantors zweites Diagonalargument gezeigt hat. Den SuS wird dies zunéchst
anhand immer kleiner werdender Intervalle gezeigt und danach auf den Versuch einer solchen
Sortierung eingegangen. Der obenstehende Beweis zur Uberabzihlbarkeit dient nur der
inhaltlichen Einfiihrung und dem Verstidndnis der Lehrkréifte und soll bei der eigentlichen
Durchfiihrung des Workshops in dieser Allgemeinheit keine Rolle spielen. Den SuS wird nur
die Anwendung dieses Beweises anhand eines Beispiels klargemacht werden, was auf den
Folien 29 und 30 ausgefiihrt wird.



Zur Erklérung des Vorgehens auf den Folien 33 und 34

Die Zahlen auf der linken Seite bilden die bei dem mathematischen Hintergrund erklérten Folge
an Zahlen zwischen 0 und 1. Diese sind bewusst sehr willkiirlich gewihlt, um hier schon mal
die unendlich groBe Zahlenmenge zu verdeutlichen. Die rot markierten Zahlen auf Folie 30
bilden die bereits erwidhnten Diagonalelemente, die passend zur jeweiligen Zeile immer um 1
erhoht werden. Dadurch entsteht die Diagonalzahl, die nicht dieser Liste an Zahlen angehdren
kann, da sie sich immer an einer Stelle von den Zahlen der Liste unterscheidet.

Die SuS werden also durch die Lehrkraft durch den (inhaltlich deutlich abgeschwichten)
Beweis gefiihrt. So sollen sie sich zunichst einmal selbst eine beliebige Zahl zwischen 0 und 1
mit 7 Dezimalstellen ausdenken. 5 dieser beliebigen Zahlen werden dann zur
Veranschaulichung von Cantors Diagonalargument genutzt. Die SuS bekommen dadurch an
dieser Stelle schon einmal ein Gefiihl fiir die enorme Menge an moglichen Zahlen, die man in
diesem Intervall auswéhlen kann.

Uberabzahlbare Unendlichkeit (Folie 35)
Um die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen wird der Begriff der Uberabzihlbarkeit definiert.

Fazit (Folie 36)

Im Fazit werden nochmal die Ergebnisse zu den Themen (iiber-)abzdhlbar unendlich um
Zusammenhang mit den rationalen und reellen Zahlen zusammengefasst und wiederholt. Als
abschlieBender Impuls wird den Schiiler*innen die Webseite ,,Find My Pi Day* vorgestellt.
Dort kénnen sie herausfinden, an welcher Stelle ihr Geburtsdatum in der unendlichen Folge der
Nachkommastellen der Zahl m erscheint. Dies veranschaulicht auf anschauliche Weise, dass in
einer unendlichen, nichtperiodischen Zahlenfolge theoretisch jede endliche Ziffernfolge — und
damit auch personliche Daten — enthalten sein kann. Der spielerische Zugang bietet einen
anregenden Abschluss und unterstreicht eindrucksvoll die faszinierenden Eigenschaften
unendlicher Mengen.



